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Definicio 1. Az'm ésn egész szamok esetén akkor mondjuk, hogy az m szam osztbja a n-szamnak, ha
létezik olyan k egész szam, amelyre m - k = n teljesiil.

Jelolés: m | n [ kiejtés: m osztbja n-nek]

Definicio keplettel:

Legyenm;n€Z m|n <= Jke€Z : m-k=n

Tétel: 1. (Oszthatésag tulajdonsagai)

1. Vn # 0 € Z esetén teljesiil: 1 | n, n | nundn |0
Szoveggel:

(a) Az egy osztdja minden szamnak
(b) Minden szam osztoja 6nmaganak

(c) 0-nak minden egész szam osztoja
2. Ham|nésn|m=m=noder—m=mn
3llmém|n=1|n(leZ)
4 m|n = (Im)|(In)VIeZ
5. V1 € Z\ {0} esetén teljesiil: (Im) | (In) = m | n
6. Haom |nésm|k=m|n+tk (VkecZ)
7. Ham |ntk=m|ném|k(Vke€Z)
Szoveggel:

(a) Ha egy szam osztdja két szamnak, akkor 6sszegiiknek és killonbségiiknek is osztdja.

Kidolgozott feladat
Bizonyitsuk, hogy han,m € Z, és 3 | 4m + 2n,akkor 3 | 20m + 16n!

A feladat megoldasanal csak egy kis kreativitasra van szitkkségiink. Meg kell vizsgalnunk a ma-
sodik kifejezést és el kell végezniink a megfelel$ atalakitasokat !

20m + 16n felirhaté 5(4m + 2n) + 6n alakban. Ezutan mar csak meg kell nézniink, hogy van
-e olyan oszthatdsagi tulajdonsag, aminek segitségével bizonyithatjuk a fenti feltevést.

Tehét azt akarjuk bizonyitani, hogy 3 | 5(4m + 2n) 4+ 6n mivel tudjuk, hogy 3 | 4m + 2n az 5.
tulajdonsag miatt 3 | 5(4m + 2n). Teljesen egyértelm, hogy 3 | 6n mivel 3 osztéja 6-nak. Igy a
7. szabaly miatt 3 | 5(4m + 2n) + 6n .

Tétel: 2. Oszthatosagi szabalyok

e 0-val vald osztas értelmetlen
e Minden egész szam oszthaté 1-gyel
e Azok a szamok oszthatok 2-vel, amelyeknek utolso szamjegye(egyes helyiértékén allo) oszthaté 2-vel

e Azok a szamok oszthatok 3-mal, amelyeknek a szamjegyeinek Osszege is oszthaté 3-mal
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e Azok a szamok oszthatok 4-gyel, amelyeknek az utolsé két szamjegyébdl képzett kétjegyii szam is

oszthato 4-gyel

e Azok a szamok oszthatok 5-tel, amelyeknek utols6 szamjegye is oszthaté 5-tel./ Azok a szamok osz-

thatok ottel, amik 5-re vagy 0-ra végzédnek

e Azok a szamok oszthatok 6-tal, amelyek 2-vel és 3-mal is oszthatéak

7-tel ugy vizsgalhatjuk meg az oszthatésagot, hogy a szam els6 szamjegyét6l utolso el6tti szamj-
egyéig képzett szambol kivonjuk az utolsoé szamjegy duplajat (2-szeresét). Ha az igy kapott szam
oszthat6 7-tel, akkor az eredeti is. Ha még az igy kapott szamrol sem tudjuk megallapitani, hogy
oszthaté-e 7-tel, akkor ugyanezt a tendenciat kell folytatni, amig olyan szamot nem kapunk amirdl
biztosan meg tudjuk allapitani, hogy oszthato 7-tel.

315 = 31 — (2 - 5) = 21, ami oszthaté héttel = 315 is oszthato 7-tel

e Azok a szamok oszthatok 8-cal, amelyeknek az utolsé harom szamjegyébél képzett haromjegyti szam

is oszthato 8-cal

e Azok a szamok oszthatok 9-cel, amelyek szamjegyeinek Osszege is oszthato 9-cel

e Azok a szamok oszthatok 10-zel, amelyeknek utolsé szamjegye is oszthaté 10-zel, magyarul 0-ra

végzidik

11-gyel ugy vizsgalhatjuk meg az oszthatdésagot, hogy a szam els6 szamjegyétdl utolso el6tti szamj-
egyéig képzett szambol kivonom az utolsé szamjegyet. Ha az igy kapott szam oszthaté 11-gyel, akkor
az eredeti is

5258 = 525 — 8 = 517 = 51 — 7 = 44, ami oszthato 11-gyel=- 5258 is oszthato11-gyel

e Azok a szamok oszthatok 12-vel, amelyek 4-gyel és 3-mal is oszthatbak

13-mal ugy vizsgalhatjuk meg az oszthatosagot, hogy a szam elsé szamjegyétdl utolso el6tti szamj-
egyéig képzett szamhoz hozzdaadjuk az utolsé szamjegy 4-szeresét

6175 = 617+ (4-5) =637 =63+ (4-7) =91 = 9+ (4-1) = 13, ami oszthaté
13-mal, tehat 6175 is oszthato 13-mal

e Azok a szamok oszthatok 14-gyel, amelyek 2-vel és 7-tel is oszthatoak

e Azok a szamok oszthatok 15-tel, amelyek 3-mal és 5-tel is oszthatéak

e Azok a szamok oszthatok 16-tal, amelyeknek utolso négy szamjegyébdl képzett négyjegyi szam is

oszthato 16-tal.

17-tel ugy vizsgalhatjuk meg az oszthatésagot, hogy a szam els6 szamjegyétdl az utolso el6tti szamj-
egyéig képzett szambol kivonjuk az utolsé szamjegy Otszorosét

132770 = 13277 — (5-0) = 1327 — (5 - 7) = 1292 = 129 — (5 - 2) = 119,ami oszthaté 17-tel,
tehat 132770 is oszthato 17-tel

e Azok a szamok oszthatok 18-cal amelyek 2-vel és 9-cel is oszthatéak

19-cel ugy vizsgalhatjuk meg az oszthatosagot, hogy a szam elsé szamjegyétdl az utolso el6tti szamj-
egyéig képzett szamhoz hozzdadjuk az utolsé szamjegy kétszeresét

7828 = 782+ (2-8) =798 = 79+ (2-8) =95 = 9+ (2-5) = 19, ami egyértelmilen oszthat6
19-cel, tehat 7828 is oszthato 19-cel

e Azok a szamok oszthatok 20-szal, amelyeknek az utolsé két szamjegyiikb6l képzett kétjegyii szam is

oszthato 20-szal

e Azok a szamok oszthatok 21-gyel, amelyek 3-mal és 7-tel is oszthatéak



Keszeg Attila:Szamelmélet 3

Azok a szamok oszthatok 22-vel, amelyek 2-vel és 11-gyel is oszthatéak

23-mal ugy vizsgalhatjuk meg az oszthatésagot, hogy a szam els6 szamjegyét6l az utolsé elétti
szamjegyéig képzett szamhoz hozzaadjuk az utolsé szamjegy 7-szeresét.

20033 = 2003 4 (7 - 3) = 2024 = 202 + (7 - 4) = 230, ami oszthaté 23-mal, tehat a 20033 is
oszthat6 20033-mal

Azok a szamok oszthatok 24-gyel, amelyek 3-mal és 8-cal is oszthatéak

Azok a szamok oszthatok 25-tel, amelyeknek az utolsé két szamjegyébdl képzett kétjegyii szam is
oszthato 25-tel

Azok a szamok oszthatok 26-tal, amelyek 2-vel és 13-mal is oszthatéak

A szamot blokkokba kell rendezni hatulrél, 1igy, hogy egy blokkban 3 szamjegy legyen. A blokkokat
(tehat a képzett haromjegyi szamokat) ésszeadjuk. Ha ez az dsszeg oszthato 27-tel, akkor az eredeti
szam is

2360367 = 2 360 367 = 2 4+ 360 4+ 367 = 729, ami oszthatd 27-tel, tehat 2360367 is oszthatd
27-tel

Azok a szamok oszthatok 28-cal, amelyek 4-gyel és 7-tel is oszthatbak

29-cel ugy vizsgalhatjuk meg az oszthatosagot, hogy a szam elsé szamjegyétdl az utolso el6tti szamj-
egyéig képzet szamhoz hozzaadjuk az utolsé szamjegy haromszorosat
4205 = 420+ (3-5) = 435 = 43+ (3-5) = 58, ami oszthat6 29-cel, tehat 4205 is oszthato 29-cel

Azok a szamok oszthatok 30-cal, amelyek 3-mal és 10-zel is oszthatéak

31-gyel ugy vizsgalhatjuk meg az oszthatosagot, hogy a szam els6 szamjegyét6l az utolso elbtti
szamjegyéig képzett szambol kivonjuk az utolsé szamjegy haromszorosat. Ha ez a szam oszthato
31-gyel, akkor az eredeti is

204197 = 20419 — (3 -7) = 20398 = 2039 — (3 -8) = 2015 = 201 — (3-5) = 186 =
18 — (3 - 6) = 0. Mivel 0 oszthat6 31-gyel, 204197 is oszthat6 31-gyel.

e Azok a szamok oszthatok 32-vel, amelyeknek az utolso 6t szamjegyébil képzett otjegyti szam is

oszthato 32-vel

e Azok a szamok oszthatok 33-mal, amelyek 3-mal és 11-gyel is oszthatoak

¢ Azok a szamok osztahtok 34-gyel, amelyek 2-vel és 17-tel is oszthatoak

e Azok a szamok oszthatok 35-tel, amelyek 5-tel és 7-tel is oszthatoak

e Azok a szamok oszthatok 36-tal, amelyek 4-gyel és 9-cel is oszthatbak

37-tel ugy vizsgalhatjuk meg az oszthatésagot, hogy a szam elsé szamjegyétol az utolso el6tti szamj-
egyéig képzett szambol kivonjuk az utolsé szamjegy 11-szeresét

32227 = 3222 — (11 -7) = 3145 = 314 — (11 - 5) = 259. Mivel 259 oszthaté 37-tel, 32227 is
oszthato 37-tel

e Azok a szamok oszthatok 38-cal, amelyek 2-vel és 19-cel is oszthatéak

e Azok a szamok oszthatok 39-cel, amelyek 3-mal és 13-mal is oszthatéak

e Azok a szamok oszthatok 40-nel, amelyeknek az utolsé harom szamjegyébdl képzett haromjegyii

szam is oszthato 40-nel



